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ZUR BERECHNUNG VON SCHNITTMULTIPLIZITÄTEN 
DURCH LÄNGEN 
EDUARD BODA 
D. G. Northcott definiert in [2] für einem beliebigen noetherschen A -Modul M 
und für ein beliebiges Multiplizitätssystem {al9 ..., as}9 d.h. für Elemente aus dem 
Zentrum von A mit der Eigenschaft l(MI(al9 ..., a5)M)<oo, das Multip-
lizitätssymbol eA(al9 ..., fl5|M) wie folgt: 
e A ( | M ) = /(M), 
eA(al9 . . . ,a5 |M) = 
= eA(a29 ...9as\MI(a1)M)-eA(a29 ..., a5|0 : a-). 
M 
Es ist hier auch bewiesen (§7 , Th. 6), dass 
0^eA(al9 ..., as\M)^l(M/(al9 ..., as)M) 
gilt. 
Sei A ein lokaler noetherscher Ring (kommutativ mit dem Einselement und mit 
maximalen Ideal 3W) und M ein endlicher A -Modul mit dim(M) = d. Sei 
{al9 ..., ad} das Parametersystem für M. Wir wollen einen solchen Untermodul N 
in M konstruieren, für welchen 
eA(au ...9ad\M) = l(MIN) gilt 
(siehe auch [4] und [6]). Dazu, ausgehend aus [3] Ch. I B, führen wir folgende 
Bezeichnungen ein. Für einen beliebigen Untermodul NczM bezeichnen wir 
d imM(N)= : d im(M/N), 
AssM(N) = : Ass (M/N) und weiter 
AsshM(1V) = : Oß e AssM(1V); dimA(5ß) = dimM(N)}. 
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Lemma 1. Sei N ein Untermodul von M mit dimM (N) = t und x e A. Wenn x & ß̂ 
für alle ^ßeAsshM(N) ist, dann gilt 
dimM((jc)M + N) = f - l . 
Beweis . Da dim(M/N) = t und JC £ ^ für alle ^3 e Assh(M/N) ist, folgt aus ([3], 
Ch.IIIB, Cor. 5), dass 
dim((M/N)/(jc)M/N) = t - 1 gilt. 
Da A-Moduln (M/N)/(x)M/N und M / ( ( J C ) M + N ) isomorph sind, gilt auch 
dim (M/((JC )M + N)) = t - 1. 
Damit ist Lemma 1 bewiesen. 
Für einen beliebigen Untermodul NczM bezeichnet man mit SKM(N) ein 
Radikal von N in M. 
Lemma 2. Sei 21 ein Ideal in A. Wenn Ann(M)cz2I ist, dann gilt ;7iM(2tM) = 
3tA(2l). 
Beweis . Dieses Ergebnis folgt aus [3], Ch. I C, P. 10. 
Jetzt habe ein Untermodul N folgende Primärzerlegung in M 
N = Eln...nEr, 
wobei Ei ^S,-primär für alle i = \, ..., r ist. Bezeichnen wir mit U(N) den 
Durchschnitt aller Primärkomponenten E, mit der Eigenschaft 
dimM(EI) = dimM(N), 
d.h. den Durchschnitt aller Primärkomponenten E, mit 
^M(E l ) = ^ G A s s h M ( N ) . 
Satz. 1. Sei N = E1n...nErnF eine Primärzerlegung von N in M, wobei E, 
Vßi-primär mit dimM(EI) = dimM(N) für alle i = 1, ..., r ist, und F bezeichne den 
Durchschnitt der übrigen Komponenten. Sei x e A und x £ ^ für alle % e AssM(N). 
Dann gilt 
(i) AsshM((Jc)M + N) = AsshM((Jc)M + U(N)) 
(ii) U((x)M + N) = U((x)M + U(N)). 
Bewei s . Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei N = 0 c M. Bezeichnen wir 
21 = Ann(M). Da AssM(0) = AssA(2l) ist, gilt x <ä<$ für alle g$eAssA(2l), d.h. 
AsshA ((JC) + 9t) = AsshA ((JC) + U(%)). 
Nach Lemma 2 ist sKM((x)M) = mA((x) + 2t), so 
AsshM((jc)M) = AsshA((jc) + 21). 
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Weiter haben wir mM(UCä)M) = ^iA(U(^)) = mM(U(N)), so 
9 M 0 O M + U(N)) = 5RM(SRM((x)M) + 3rM(t/(N))) = 
= 5RM(((*) + U(%))M) = SRA((*) + 1/(90), d.h. 
AsshM((*)M+ U(N)) = AsshA((jt)+ Lt(9f)). 
Damit ist (/') bewiesen. 
Nun sei c e U((x)M). Dann ist (x )M: ed$ß für alle $ße AsshM((x)M). Daher 
A 
erhalten wir ((x)M + U(N)) : e<t^ für alle <ße AsshM((;t)M + U(N)), d.h. 
A 
e e U((x)M + U(N)). So gilt es 
U((x)M)cz U((x)M+ U(N)). 
Sei jetzt e e U(N). Da dimA0ß) = dimM(0) - 1 und gS £ AssM(0) für alle 5ß e Ass-
hM((jc)M) ist, ergibt sich davon 0 : ect^S für alle ^ße AsshM((jc)M), und folglich 
A 
( JC)M: ecfzVß für alle <ße AsshM((jt)M), d.h. 
A 
e e (J((jc)M) ist. 
Daher haben wir U(N)cz U((x)M). Mithin ist 
(x)M+U(N)czU((x)M) 
und folglich 
U((x)M + U(N))czU((x)M). 
Damit ist Satz 1 bewiesen. 
Für ein gegebenes Parametersystem {au ..., ad} bzgl. M konstruieren wir für alle 
k = 0, ..., d folgende Untermoduln: 
No = 0 
Nk=(ak)M+U(Nk^) für alle k, 0<k^d. 
Es ist klar, dass ((au ..., ak) + VL)MczNk für alle k = 0, ..., d gilt, wobei 31 = 
Ann(M) ist. 
Hilfssatz 1. dimM(Nfc) = d - k für alle k = 0, ..., d. 
Beweis . Der Beweis wird mit Induktion nach k durchgeführt. Für k = 0 ist die 
Aussage trivial. Nun sei 
dimM(Nk) = d-k. 
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Wir behaupten, dass ak+i€?fi für alle ?fieAsshM(Nk) ist. Wäre 
ak+i_$ß für *$ e AsshM(Nk), dann wäre 
(au ..., ak, ak+1) + 2lc:g? mit dimA(gj) = d - k. 
Aber dimA((ßi, ..., ak+1) + 2l) = d -k - 1, denn (au ..., ad)A/% das Parameteride-
al in A /2t ist. Das ist ein Wiederspruch, so ak+1 e $ß für alle $ß e AsshM(N*) ist. Nach 
Lemma 1 ist dann 
dimM((ak+l)M+U(Nk)) = d - k - l , d.h. 
dimM(-Vfc+1) = d - k - l . 
Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 
Wir wollen jetzt zeigen, dass 
eA(au ...,ad\M) = l(MINd) ist. 
Dazu, ausgehend aus [4], konstruieren wir für alle ieN und für alle k = 0, ..., d 
folgende Untermoduln VA(au ..., ak|M). 
L A ( | M ) = 0, 
VA(au ..., as\M) = (as)M + VA(au ..., as.x\M) : a\ 
M 
für alle s, 0 < s = d . 
Hilfssatz 2. Für alle ieN und für alle s = 0 , ..., d gilt 
(i) ((«!, . . . , as) + K)MczVA(au...,as\M)czM 
(ii) VA(au ..., as\M)czVA
+1(au ..., as\M). 
B e w e i s : [4], Hilfssatz 3. 
Sei jetzt für alle f = 0, ..., d 
LA(au ..., at\M) = \JVA(au ..., at\M). 
i = i 
Da M noethersch ist, existiert nteN so, dass 
LA(au ..., at\M) = L
n
Ä(au ..., a,|M) 
für alle f = 0, ..., d gilt. Sei m=max{n 0 , ..., nt}. Dann ist 
LA(au ..., at\M) = LZ(au ..., a,|M) 
für alle f = 0, ..., d. 
Hilfssatz 3. Für alle f = 0, ..., d gilt 
d i r n ^ L ^ a ! , ...,at\M)) = d-t. 
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Beweis . Wir benutzen Induktion nach t. Für t = 0 ist die Aussage trivial. Sei 
dimM(LA(au...,at\M)) = d-t. Da 
ak+1^ für alle <$eAsshM(LA(au ...,at\M)) 
(wegen der Voraussetzung über {au ..., ad}) und 
A s s h M ^ ^ , , ..., at\M)) = AsshM(L^(au ..., at\M) : a?+ x) ist, 
M 
gilt dimM(LA(au ..., a,|M)) = dimM(L^(a1, ..., at\M): a?+ x), 
hieraus auf Grund von Lemma 1 
dimM((at+1)M + L^(au ..., at\M) : a7+i) = d-k-l, d.h. 
M 
dimM(LA(a!, ..., at+1\M)) = d-k-l, 
was wir beweisen wollten. 
Satz 2. Für alle k = 0, ..., d gilt 
U(Nk) = U(LA(au...,ak\M)). 
Beweis . Wir führen Induktion nach k. Für k = 0 ist die Behauptung trivial. Sei 
jetzt 
U(Nk) = U(LA(au ...,ak\M)). 
Da ak+1£?ß für alle VßeAsshM(LA(au ..., ak\M)) ist, gilt 
U{L1(au - . , ak\M) : a?+1)=U(LA(au ..., ak\M)). 
M 
Hieraus erhalten wir 
U(Nk+l)= U((ak+1)M+ U(Nk))=U((ak+l)M+U(LA(au ..., ak\M))), 
nach Induktionsvoraussetzung 




nach Satz 1 
= U(LA(au ...,ak+1\M)). 
Damit ist Satz 2 bewiesen. 
Da dimM(-Vd) = 0 (Hilfssatz 1), dimM(LA(a!, ..., ad \M) = 0 (Hilfssatz 3), sind Nd 
und LA(au ..., ad\M) SW-primäre Untermoduln in M, und es gilt daher 
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Folgerung. Nd=LA(au ..., ad\M). 
Satz 3. Sei M ein endlicher Modul über einem lokalen noetherschem Ring 
A (kommutativmit dem Einselement) und sei {au ..., ad} ein Parametersystem für 
M. Sei Nd ein Untermodul in M, der mit dem obigen Prozess konstruiert wird. 
Dann gilt 
eA(au...,ad\M) = l(M/Nd). 
Beweis . In [4] ist es bewiesen, dass 
eA(au ..., ad\M) = l(M/LA(al, ..., ad\M)). 
Dadurch erhält man die Behauptung aus der Folgerung des Satzes 2. 
B e m e r k u n g . Da das Multiplizitätssymbol von D. G. Northcott (im Falle, wenn 
M ein noetherscher A-Modul und A ein kommutativer, noetherscher semilokaler 
Ring mit dem Jacobson Radikal äft und Q = (au ..., ad) ein Definitionsideal in A 
ist) mit dem Leitkoeffizient e0(€l, M) von Hubert—Samuel Polynom übereinstimt 
(siehe [3], §8 und [1], T. 4,1 und 4,2), gilt die folgende Aussage: 
Sei (A, 3JJ) ein kommutativer noetherscher lokaler Ring mit dim(A) = d und 
Q = (al,...,ad) ein Parameterideal in A . Sei «Q* ein SW-primäres Ideal in A , das mit 
dem obigen Prozess konstruiert ist. Dann gilt 
e0(ö*,A) = / (A/Q*) . 
Das ist eine positive Antwort auf eine Vermutung von Prof. W. Vogel (Halle): 
„Dynamische" Multiplizität von €l und „statische" Multiplizität von Q* sind 
gleich. Die geometrische Deutung dieser Vermutung wurde in [5] behandelt. 
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K BЫЧИCЛEHИЮ KPATHOCTEИ ПEPECEЧEHИИ ПOCPEДCTBOM ДЛИH 
Эдyapд Бoдя 
P e з ю м e 
Пycть M - кoнeчный мoдyль нaд лoкaльным нeтepoвым кoльцoм (A,Ж) и {aly...,ad} -
cиcтeмa пapaмeтpoв для M. Пycть eл(au ..., a d |M) oбoзнaчaeт cимвoл кpaтнocти Hopcкoтa ([2]). 
B oбщнocти этa кpaтнocть мeньщe длины мoдyля M/(a,, ..., ad)M. B paбoтe oбcyждeнa пpoблeмa 
пocтpoeния тaкoгo пoдмoдyля N мoдyля M, для кoтopoгo eл(au ..., ad\M) = l(MIN). B зaк-
лючитeльнoм пpимeчaнии пoкaзывaeтcя, чтo ecли взять M = A, тo пpoцecoм пocтpoeния N 
пoлyчaeтcя 2R-пpимapный идeaл £ì* для кoтopoгo «cтaтичecкaя» кpaтнocть (длинa A-мoдyля 
A/ù*) и «динaмичecкaя» кpaтнocть идeaлa ö = (au ..., ad) (cтapший члeн мнoгoчлeнa Гильбepт-
-Caмюeля /(A/O'*)) coвпaдaют. 
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